
 

 

ΛΥΣΗ ΘΕΜΑΤΟΣ 

 

 

 α. Το ζητούμενο εμβαδό είναι ίσο αν από το εμβαδό μεταξύ της f και του άξονα x’x 

αφαιρέσουμε το εμβαδό του ορθογωνίου. 

Το εμβαδό του ορθογωνίου (ΑΒΓΔ)=ΑΔ∙ΑΒ=2x∙ (9 − 𝑥2) = 18𝑥 − 2𝑥3, 0<x<3.   

f(x)=0⟹x=±3.  

To ζητούμενο εμβαδό  𝛦(𝑥) = ∫ |𝑓(𝑥)|𝑑𝑥 − (𝐴𝛣𝛤𝛥) = ∫ (9 − 𝑥2)𝑑𝑥
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-18x+2𝑥3 = 36 − 18𝑥 + 2𝑥3, 0 < 𝑥 < 3. 

β. Η Ε(x) είναι παραγωγίσιμη στο (0,3) με 𝛦′(𝑥) = −18 + 6𝑥2. 

𝐸′(𝑥) = 0
𝑥 ∈(0,3)
⇒     √3.  Για x ∈ (0, √3) είναι 𝛦′(𝑥) < 0  και για ∈ (√3, 3) είναι 𝛦′(𝑥) > 0 και 

αφού η Ε συνεχής στο (0,3) η Ε είναι γνησίως φθίνουσα στο (0, √3] και γνησίως αύξουσα 

στο [√3, 3). Το εμβαδό γίνεται ελάχιστο για x=√3. 

γ. Η f είναι συνεχής και δυο φορές παραγωγίσιμη με 𝑓′(𝑥) = −2𝑥 και 𝑓′′(𝑥) = −2 < 0 για 

κάθε x∈ ℝ, επομένως η 𝑓′ είναι γνησίως φθίνουσα στο  ℝ. 

Γνωρίζουμε ότι ισχύει ότι 𝑙𝑛𝑥 < 𝑒𝑥 για κάθε x>0. 

Εφαρμόζοντας Θεώρημα Μέσης Τιμής στο διάστημα [𝑙𝑛𝑥, 𝑒𝑥] αφού ισχύουν οι υποθέσεις 

προκύπτει ότι υπάρχει ξ ∈ (𝑙𝑛𝑥, 𝑒𝑥) τέτοιο ώστε 

𝑓′(𝜉) =
𝑓(𝑒𝑥)−𝑓(lnx)

𝑒𝑥−𝑙𝑛𝑥
. 

Αφού  ξ ∈ (𝑙𝑛𝑥, 𝑒𝑥) είναι:   lnx<ξ
𝑓′  𝛾𝜈.  𝜑𝜃𝜄𝜈
⇒        𝑓′(𝑙𝑛𝑥) > 𝑓′(𝜉)⟹ 𝑓′(𝑙𝑛𝑥) >

𝑓(𝑒𝑥)−𝑓(lnx)

𝑒𝑥−𝑙𝑛𝑥

𝑒𝑥−𝑙𝑛𝑥>0
⇒        

(𝑒𝑥 − 𝑙𝑛𝑥)𝑓′(𝑙𝑛𝑥) > 𝑓(𝑒𝑥) − 𝑓(𝑙𝑛𝑥) >⟹  𝑓(𝑙𝑛𝑥) > 𝑓(𝑒𝑥) − ( 𝑒𝑥 − 𝑙𝑛𝑥) 𝑓′(𝑙𝑛𝑥) 

, x>0. 

δ. Θεωρώ συνάρτηση g(𝑥) = 𝑓(2023 + 𝑥) − 𝑓(𝑥), x∈ ℝ. 



 

 

H g είναι συνεχής και παραγωγίσιμη στο x∈ ℝ  με 𝑔′(𝑥) = 𝑓′(𝑥 + 2023) − 𝑓′(𝑥). 

Ισχύει ότι:  x<x+2023
𝑓′ 𝛾𝜈.𝜑𝜃
⇒     𝑓′(𝑥) > 𝑓′(𝑥 + 2023) ⟹ 𝑓′(𝑥 + 2023)- 𝑓′(𝑥) ⟹ 𝑔′(𝑥) < 0  και g 

συνεχής, επομένως η g γνησίως μονότονη άρα «1-1». 
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Εστω  φ(x)= ημ
𝜒

2
− 𝑥, x∈ ℝ.    H φ έχει προφανής ρίζα την x=0. 

H φ συνεχής και παραγωγίσιμη στο ℝ 

𝜑′(𝑥) =
1

2
𝜎𝜐𝜈

𝜒

2
− 1. 

Ισχύει για κάθε ∈ ℝ ότι: −1 ≤  𝜎𝜐𝜈
𝜒

2
≤ 1 ⟹ −

3

2
≤ 𝜑′(𝑥) ≤ −

1

2
< 0.  

Επομένως η φ είναι γνησίως μονότονη και έχει το πολύ μια ρίζα. Άρα μοναδική ρίζα της 

εξίσωσης είναι η x=0. 
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