
 

ΛΥΣΗ ΘΕΜΑΤΟΣ 

α. (ⅇx + 2)f ′(x) = ⅇx(1 − f(x)) ⇔ 

⇔ (ⅇx + 2)f ′(x) + ⅇxf(x) = ⅇx
Σ.Θ.Μ.Τ
⇔    ((ⅇx + 2)f(x))

′
= (ⅇx)′ 

Άρα (ⅇx + 2)f(x) = ⅇx + c 

Για x=0 έχουμε 3 ⋅ (−
1

3
) = 1 + c ⇔ c = −2 

Συνεπώς προκύπτει (ⅇx + 2)f(x) = ⅇx − 2 ⇔ f(x) =
ⅇx−2

ⅇx+2
 για κάθε ℝ 

 

β. f ′(x) =
ⅇx(ⅇx+2)−ⅇx(ⅇx−2)

(ⅇx+2)2
=
ⅇx(ⅇx+2−ⅇx+2)

(ⅇx+2)2
=

4ⅇx

(ⅇx+2)2
 

f ′′(x) =
4ⅇx(ⅇx + 2)2 − 2(ⅇx + 2)4ⅇ2x

(ⅇx + 2)4
=
4ⅇx(ⅇx + 2)(ⅇx + 2 − 2ⅇx)

(ⅇx + 2)4
= 

=
4ⅇx(ⅇx + 2)(2 − ⅇx)

(ⅇx + 2)4
=
4ⅇx(2 − ⅇx)

(ⅇx + 2)3
 

 

x −∞                           ln2                    + ∞    

f ′′ +  - 

f′  

 

για x=ln2  ο ρυθμός μεταβολής γίνεται μέγιστος επομένως η εφαπτομένη της 

γραφικής παράστασης της f στο (𝑙𝑛2, 𝑓(𝑙𝑛2)) είναι : 

y − f(ln 2) = f ′(ln 2)(x − ln 2) ⇔ y =
x

2
−
ln 2

2
 



 

γ. Για x ∈ (−∞, 𝑙𝑛2] η 𝑓 είναι κυρτή συνεπώς ισχύει 𝑓(𝑥) ≥ 𝑦 επομένως 

το ζητούμενο εμβαδόν είναι: 

 Ε = ∫ |f(x) − y| ⅆx
ln 2

0
= ∫ (

ⅇx−2

ⅇx+2
−
x

2
+
ln 2

2
) ⅆx

ln 2

0

= 

= ∫ (
2ⅇx

ⅇx + 2
−
ⅇx + 2

ⅇx + 2
−
x

2
+
ln2

2
) ⅆx

ln 2

0

= [2 ln(ⅇx + 2) − x −
x2

4
+
ln2 2

2
x]
0

ln 2

=

= 2 ln 4 − ln 2 −
ln2 2

4
+
ln2 2

2
− 2 ln 3 =4 ln 2 − ln 2 +

ln2 2

4
− 2 ln 3

= 3 ln 2 +
ln2 2

4
− 2 ln 3 = ln 8 +

ln2 2

4
− ln9 = ln

8

9
+
ln2 2

4
 

δ. Για x ∈ (α, β) ισχύει για την συνάρτηση f το Θ.Μ.Τ. συνεπώς υπάρχει 

ένα τουλάχιστον ξ ∈ (α, β) τέτοιο ώστε f ′(ξ) =
f(β)−f(a)

β−a
. 

Επίσης η f είναι γνησίως αύξουσα για κάθε x ∈ ℝ επομένως: 

f(ℝ) = ( lim
x→−∞

f(x), lim
x→+∞

f(x)) = (−1,1)  

Άρα ισχύει −1 < f(α) < 1 ⇔ −1 < −f(α) < 1  (1) 

Και −1 < f(β) < 1  (2) 

Συνεπώς αν κάνουμε πρόσθεση κατά μέλη των σχέσεων (1) και (2) προκύπτει: 

−2 < f(β) − f(α) < 2
β>α
⇔ −

2

β−α
<
f(β)−f(α)

β−α
<

2

β−α
 άρα έχουμε 

 f ′(ξ) <
2

β−a
⇔

4ⅇξ

(ⅇξ+2)
2 <

2

β−a
⇔ 4ⅇξ(β − α) < 2(ⅇξ + 2)

2
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