
 

 

ΛΥΣΕΙΣ ΘΕΜΑΤΟΣ 

 

α. Έχουμε: lim
𝑥→∞

𝑔(𝑥) = {

−∞, 𝛼𝜈 𝑓(0) < 1

0, 𝛼𝜈 𝑓(0) = 1
+∞. 𝛼𝜈 𝑓(0) > 1

 

Τότε: Αν 𝑓(0) < 1,  lim
𝑥→+∞

𝑒𝑔(𝑥) = lim
𝑢→−∞

𝑒𝑢 = 0, 𝛼𝜋𝜊𝜌𝜌ί𝜋𝜏𝜀𝜏𝛼𝜄 

          Αν 𝑓(0) = 1, lim
𝑥→+∞

𝑒𝑔(𝑥) = lim
𝑢→0
𝑒𝑢 = 1,δεκτή 

         Αν 𝑓(0) > 1,  lim
𝑥→+∞

𝑒𝑔(𝑥) = lim
𝑢→+∞

𝑒𝑢 = +∞, 𝛼𝜋𝜊𝜌𝜌ί𝜋𝜏𝜀𝜏𝛼𝜄 

Άρα 𝑓(0) = 1 

β. 
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άρα από το θεώρημα  στις ΣΘΜΤ προκύπτει 
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 για 0x   έχουμε 2

1
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Ισοδύναμα έχουμε:
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𝑓2(𝑥) + 2𝑥𝑓(𝑥) + 𝑥2 = 𝑥2 + 1 

[𝑓(𝑥) + 𝑥]2 = 𝑥2 + 1 

Θέτω 𝑔(𝑥) =  𝑓(𝑥) + 𝑥 οπότε 𝑔2(𝑥) = 𝑥2 + 1 

𝑔(𝑥) = 0 ⟺ 𝑔2(𝑥) = 0 ⟺ 𝑥2 + 1 = 0, 𝛼𝛿ύ𝜈𝛼𝜏𝜂. 

Επομένως η g είναι συνεχής ως πράξεις συνεχών συναρτήσεων και 

g(x) ≠ 0 για κάθε x ∈ R.Δηλαδή διατηρεί σταθερό πρόσημο. 



 

 

Επιπλέον g(0) = f(0) = 1 > 0, ά𝜌𝛼 g(x) > 0. 

Συνεπώς:    |𝑔(𝑥)| = √𝑥2 + 1 

𝑔(𝑥) = √𝑥2 + 1 

𝑓(𝑥) = √𝑥2 + 1 − 𝑥, 𝛾𝜄𝛼 𝜅ά𝜃𝜀 𝑥 ∈ 𝑅 

γ. 

Αρκεί να δείξουμε ότι 𝑓 ′(𝑥) < 0. 

Έχουμε: 

𝑓 ′(𝑥) =
𝑥

√𝑥2 + 1
− 1 =

𝑥 − √𝑥2 + 1

√𝑥2 + 1
= −

𝑓(𝑥)

√𝑥2 + 1
 

Όμως: 

√𝑥2 + 1 > √𝑥2 = |𝑥| ≥ 𝑥. 

Επομένως √𝑥2 + 1 − 𝑥 > 0⇔ 𝑓(𝑥) > 0⇔−𝑓(𝑥) < 0 

Eπίσης √𝑥2 + 1 > 0. 

Άρα 𝑓 ′(𝑥) < 0. 

δ. 

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= −

𝑑𝑥

𝑑𝑡
𝜒𝜌𝜂𝜎𝜄𝜇𝜊𝜋𝜊𝜄ώ𝜈𝜏𝛼𝜍 𝜅𝛼𝜈ό𝜈𝛼 𝛼𝜆𝜐𝜎ί𝛿𝛼𝜍 𝜋𝜌𝜊𝜅ύ𝜋𝜏𝜀𝜄 

⟺
𝑑(√𝑥2 + 1 − 𝑥)

𝑑𝑥

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= −

𝑑𝑥

𝑑𝑡

𝑑𝑥

𝑑𝑡
>0

⇔  
𝑥

√𝑥2 + 1
− 1 = −1 ⟺ 𝑥 = 0. 

Άρα τα ζητούμενο σημείο είναι το Α(0,1) 

 

 


